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Feuille de TD 4 - Propriétés de R

Questions de cours. (a) Donner la définition de valeur absolue d’un nombre réel z € R.
(b) Enoncer I'inégalité triangulaire de la valeur absolue.

(¢) Soient E un ensemble ordonné et F' C E un sous-ensemble de E. Donner la définition de la
borne inférieure de F' et de minimum de F.

(d) Donner des exemples de sous-ensembles de R tels que :
(i) la borne supérieure n’existe pas;
(ii) le sous-ensemble n’admet pas de minorant ;
(iii) le sous-ensemble n’admet pas de majorant ;
(iv) le sous-ensemble admet une majorant, mais n’a pas de maximum;
(v) la borne inférieure existe, mais n’a pas de minimum.

Enoncer la propriété de la borne supérieure pour les sous-ensembles de R.
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Enoncer la propriété archimédienne des nombres réels.
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g) Donner la définition de densité d’un sous-ensemble E C R.
) Donner quatre exemples de sous-ensembles denses dans R.
)

Enoncer une propriété d’ordre qui soit vérifiée pour les nombres réels R, mais qui ne soit pas
vérifiée pour les nombres rationnels Q.

Exercice 1. Soient «, 3, v et § quatre nombres réels. Montrer que si a < 3 et 7 < J alors
ad + By < ay+ Bé.

Exercice 2. Soient o et 8 deux nombres réels. Simplifier I'inégalité o? < a8 < 32

Exercice 3. Soit v nombre réel.
(a) Montrer que si 0 <y < 1, alors 0 <% <~y < 1.
(b) Montrer que si 1 < v, alors 1 <y < 72,
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Exercice 4. Soit n dans N\ {0}. Montrer que n? > n; en déduire que # <
Exercice 5. Soient « et 5 dans R. Montrer que |a + 3] = |a| + |5] si, et seulement si, a3 > 0.

Exercice 6. Soient a, 8, v € R tels que o < «y. Montrer que a < g < + si, et seulement si,
| — B8]+ 1|8 — 7] = |a — 7|. Interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 7. Hachurez la région du plan Oxy définie par I’équation ou par les inégalités suivantes :
(a) [z = lyl, (®) |z + |y =1, (c) |z = |yl =2, (d) |zyl =2,
(e) |z < yl, () [z + |y] < 1, (8) [z — Iyl <2, (h) |zy| = 2.

Exercice 8. Soient «, 3, x et y quatre nombres réels tels que a < z < f et a < y < f. Montrer
que |z — y| < |8 — «a|. Interpréter graphiquement ce résultat.



Exercice 9. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

(a) z < |z —1], (b) x < —|z — 1], (c) 22 < |z —1],

(d) 22 < —|z — 1], (e) m2<|x—i|, () |« =5 < |z —1],
(g) 1< |z —2[<3, (h) |z +2[ [z — 2| > 4, (i) [z = 1] <lzl,

G) =]+ |z + 1] < 2.

Exercice 10. Déterminer les intervalles que définissent les ensembles suivants :

(a) {zx e R|z*+ 2z +1>0}, (b) {z e R|2? + z < 2},
(c){zeR|z<0et 2+ 2 —6 <0}, (d) {z eR |z < 2? —12 < 4z},
(e) {x e R~ {~1, 1} |/ 5L € R}, (f) {z € R~ {3} | 22 < 0},
(g) {z e R\ {-2}| 2 <1}, (h) {zx € R| (22 + 1)%(z — 1) > 0}.

Exercice 11. Dessiner le graphe de la fonction z — |z + 1| — |2| + |z — 1].

Exercice 12. Soient f et g les fonctions définies sur R par : f(x) = 3 — 2z et g(x) = 22. Dessiner
les graphes de u et v ou

u: R—> R, z— max(f(z),g(x)) v: R—=> R, z+— min(f(x),g(z)).
Exercice 13. Si E := {% — L |n,m € N} déterminer inf E et sup E.

Exercice 14. Si E C R contient un de ses majorants, montrer que ce majorant est la borne
supérieure de F.

Exercice 15. Soit £ C R un ensemble non vide et majoré. Montrer que v = sup E si, et
seulement si,

(a) VneN, u—
(b) VneN, u+

% n’est pas un majorant de F, et
% est un majorant de F.

Exercice 16. Soit y un réel strictement positif. Montrer qu’il existe n € N tel que 2% <.

Exercice 17. Montrer que les nombres réels suivants sont irrationnels :

(a) V3, (b) V6, (c) V2+1, (d) 3v2, (e) V2+ V3.

Exercice 18. Montrer que si y € R est irrationnel et si 7 est un rationnel non nul, alors r +y et
ry sont irrationnels.

Exercice 19. Montrer qu’il existe un nombre réel positif v tel que u3 =

Exercice 20. Propriété des intervalles emboités.
Soit I, = [a, By] une suite décroissante d’intervalles fermés bornés non vides, c’est-a-dire :

LDLOLD... 21, 2T D ...

On veut montrer qu’il existe un nombre x € R tel que x € I,, pour tout n € N.
(a) Montrer que Pensemble {a, |n € N} a une borne supérieure ; dans la suite on la notera x.
(b) Supposons n < k; montrer que ay < G,.

(¢) Supposons n > k; montrer que oy < 3.



(d) En déduire que I'ensemble {3, | n € N} est minoré par z.

(e) Finalement montrer que x € I,, pour tout n € N.

Exercice 21. (a) Soient n un entier strictement positif et I, := [0, 2]. Montrer que si z > 0,

alors = ¢ ﬁ I,.

i=1

oo
(b) Soient n un entier strictement positif et .J,, :=]0, 1]. Montrer que ﬂ In = 0.
i=1

Exercice 22. Pour tout réel z, on définit la partie entiere inférieure (resp. supérieure) de x
comme
|z] :=max {n € Z|n <z}, [z] :=min{n € Z|n > z}.
(a) Montrer que pour tout x € R, les quantités || et [x] sont bien définies et appartiennent
aZ.
(b) Montrer que |z] <z < [z]; puis montrer a 'aide d’exemples que les inégalités peuvent étre
strictes.

(c¢) Dessiner les graphes de x — |z| et x — [x].

Exercice 23. Développement binaire d’un nombre réel (Répétez la construction du
développement décimal en base 2).

On appelle chiffre un élément de C := {0,1}. Considérons une suite a1, as, as, ... de chiffres et
associons lui la suite de nombres rationnels

Sni= B+ B4+

qu’on notera aussi s, := 0, a1z ... 0.

Rappelons la définition de la limite d’une suite convergente : = est limite de la suite convergente
($n)nen si elle vérifie la condition

Ve>0, dneN, Vnel ((n>N)= (Isp — | <e)).

On dit que (8, )nen est convergente si elle admet une limite .

Si on utilise les trois résultats suivants (énoncés sans preuve), on peut résoudre l’exercice sans se
servir de la définition explicite de la convergence :
— Une suite majorée et croissante est convergente.
— Lemme des gendarmes. Si (a,,), (b,) et (¢,) sont trois suites telles que (a,,) et (¢,) convergent
vers T et
an <by <cp Vn € N,

alors (b,,) converge vers x aussi.
— La limite de (55 )nen est 0.

(a) Montrer que la suite s,, est croissante et majorée. En déduire que s,, converge vers un réel
x € [0,1].

On introduit la notation : x = 0, ajasas ... ay ... et on appelle cette écriture un développement
binaire de x.



(b) Pour x € [0, 1] fabriquons la suite
ay = |22, ag = 2% — 201 |, ..., ap = 2" — 2" Mg — .. — 20,1

et ensuite s, := G- + 53 +... + §&. Montrer par récurrence que o, < 1 (i.e. 'entier o, est
un chiffre) et 0 <z — s, < 5.

(¢) En déduire que tout nombre réel = € [0, 1] admet un développement binaire
z=0,1a003...0p....

(d) Montrer que 0,111...11...=1.

Le développement binaire z = 0, ajasas . .. oy, ... est unique si on impose la condition :
VN eN,dn > N, a,, # 1.
(e) Pour montrer Paffirmation précédente, raisonnons par absurde et supposons
r=0,010003...00...=0,8182083...8n... et ay = B1,...,qr_1 = Br_1 mais a, < .

Montrer alors que
0,0...OOZT+1...—0,0...0ﬁr+1... Z 2_T,
mais
0,0...00p41... <277,

ce qui nous mene a une contradiction.

Exercice 24. Trouvez le nombre rationnel représenté par les expressions décimales périodiques
1.25137...137... et 37.14653...653. ...

Exercice 25. Trouvez le nombre rationnel représenté par les expressions binaires périodiques
110.0011...0011... et 0.100011000...11000....

Exercice 26. Montrer qu’un nombre réel avec une expression décimale périodique est rationnel.

Exercice 27. Montrer que les seuls nombres réels qui admettent < deux » développements sont
exactement les nombres rationnels « décimaux > = = {75

Exercice 28. Combien de bits (chiffres binaires) sont nécessaires pour assurer une précision de
quatre chiffres décimaux ?



